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СЕМЕЙСТВА ОТОБРАЖЕНИЙ В ЗАМЫКАНИИ ОБЛАСТИ
Доказано, что некоторое семейство гомеоморфизмов f : D → D ′ нормально в замыкании D при
условии, что границы областей D и D ′ обладают определёнными свойствами. Кроме того, для
таких классов гомеоморфизмов f : D → D ′ исследован вопрос о нормальности семейства обратных
отображений.
1. Введение. Как известно, в основу геометрического определения квазикон-
формных отображений, заданных в области D из Rn, n ≥ 2 , положено неравенство
M(fΓ) ≤ KM(Γ) (1)
для произвольного семейства Γ кривых γ в области D, где M – модуль семейства
кривых (внешняя мера, определённая на семействах кривых в Rn), а K ≥ 1 – неко-
торая постоянная, см. [10]. Предположим теперь, что в основе определения рассмат-




Q(x) · ρn(x) dm(x) , (2)
где m(x) – мера Лебега в Rn, ρ – произвольная неотрицательная борелевская функ-
ция, такая что произвольная кривая γ семейства Γ имеет длину, не меньшую еди-
ницы в метрике ρ, т.е.
∫
γ
ρ(x) |dx| ≥ 1 для всех γ ∈ Γ, а Q : D → [1,∞] – фик-
сированная вещественнозначная функция; ниже по тексту будет дано точное опре-
деление. В случае, когда Q(x) ≤ K п.в., мы снова приходим к неравенству (1).
Нас интересует более общий случай, когда Q(x) может быть неограничена. В статье
рассматривается следующая задача: установить для гомеоморфизмов, удовлетворя-
ющих соотношениям вида (2) равностепенную непрерывность в замыкании области
D, требуя, возможно, некоторые условия на границы областей D и f(D) = D ′, а
также на ”мажоранту” Q(x). Такие условия должны влечь за собой возможность
распространения отображений семейства на границу D, ибо это, в частности, обес-
печивает корректность постановки данной задачи. Отметим, что равностепенная
непрерывность Q-гомеоморфизмов внутри области доказана в работе [9].
2. Предварительные сведения. Всюду далее D – область в Rn, n ≥ 2,
B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} , S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , m(x) – ме-
ра Лебега в Rn, Rn = Rn ∪ {∞} , diamA означает евклидов диаметр множества
A ⊂ Rn, dist (A,B) – евклидово расстояние между множествами A и B в Rn, mesA –
лебегова мера множества A ⊂ Rn. Напомним, что борелева функция ρ : Rn → [0,∞]
225
Е.А. Севостьянов
называется допустимой для семейства Γ кривых γ в Rn, если
∫
γ
ρ(x) |dx| ≥ 1 для
всех γ ∈ Γ. В этом случае мы пишем: ρ ∈ admΓ. Модулем семейства кривых Γ
называется величина M(Γ) = infρ∈admΓ
∫
D
ρn(x) dm(x). В 2001г. В.Я.Гутлянский и
В.И.Рязанов совместно с О.Мартио предложили к рассмотрению следующее опре-
деление, см. [7], см. также [1]. Пусть Q : D → [1,∞] – измеримая по Лебегу функция.




Q(x) · ρn(x) dm(x)
для любого семейства Γ путей γ в D и для каждой допустимой функции ρ ∈ admΓ.
Напомним, что область D называется локально связной в точке x0 ∈ ∂D, если для
любой окрестности U точки x0 найдется окрестность V ⊆ U точки x0 такая, что
V ∩ D связно, см. [4], c.232. Для произвольных множеств E, F ⊆ Rn обозначим
через Γ(E,F,D) семейство всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соединяют E и F
в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Согласно [8], с.205, будем
говорить, что ∂D сильно достижима в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности
U точки x0 найдется компакт E ⊂ D, окрестность V ⊂ U точки x0 и число δ > 0
такие, что
M(Γ(E,F,D)) ≥ δ (3)
для любого континуума F в D, пересекающего ∂U и ∂V. Заметим, что соотношение
(3) в этом случае также выполнено, если в качестве F взять произвольную кривую,
имеющую одним из своих концов точку x0 и лежащую полностью в D, кроме этой
концевой точки. Граница области D ⊂ Rn называется сильно достижимой, если
она сильно достижима в каждой своей точке. Согласно [2], область D в Rn будем
называть областью квазиэкстремальной длины, сокр. QED-областью, если
M(Γ(E,F,Rn)) ≤ KM(Γ(E,F,D)) (4)
для конечного числа K ≥ 1 и всех континуумов E и F в D. Известно, см., напр.,
теорему 2.8 в [6], с.173, что если D является QED-областью, то в этом случае соот-
ношение (4) выполнено также для каждой пары непересекающихся континуумов E
и F в D. Аналогичные определения можно дать для области D ⊂ Rn.
Пусть (X, d) и (X ′, d ′) – метрические пространства с расстоянием d и d ′, соот-
ветственно. Семейство F непрерывных отображений f : X → X ′ называется нор-
мальным, если из любой последовательности отображений fm ∈ F можно выделить
подпоследовательность fmk , которая сходится локально равномерно вX к непрерыв-
ному отображению f : X → X ′ , см., напр., п.20.2 в [10]. Семейство F отображений
f : X → X ′ называется равностепенно непрерывным в точке x0 ∈ X, если для лю-
бого ε > 0 найдётся δ > 0 , такое, что d ′(f(x), f(x0)) < ε для всех f ∈ F и для всех
x с d(x, x0) < δ. Говорят, что F равностепенно непрерывно, если F равностепенно
непрерывно в каждой точке из X. Хорошо известно, что в произвольных метриче-
ских пространствах (X, d) и (X ′, d ′) любое нормальное семейство F отображений
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f : X → X ′ равностепенно непрерывно. Обратное заключение также верно, если
пространство (X, d) — сепарабельное, а (X ′, d ′) — компактное. Соответствующую
версию теоремы Арцела–Асколи, см., напр., в [10], с.68.
Напомним, что сферическое (хордальное) расстояние между точками x и y в Rn












, x 6=∞ 6= y .




3. Лемма о равностепенной непрерывности в замыкании и следствия из
неё. Пусть n ≥ 2, а D и D ′ – области в Rn и в Rn, соответственно. Будем говорить,
что семейство непрерывных отображений F = {f : D → D ′} может быть расширено
до семейства непрерывных отображений F = {f : D → D ′}, если для каждого f ∈ F
существует отображение f : D → D ′ такое, что f(x)|D ≡ f(x) для всех x ∈ D.
Лемма 1. Пусть F – семейство Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ на область
D ′, такую что при некоторых z1 6= z2 ∈ D, z′1, z′2 ∈ D′ выполнено f(z1) = z′1,
f(z2) = z′2 ∀ f ∈ F, причём h
(
Rn \ f (D)) > 0 ∀ f ∈ F, область D локально
связна во всех граничных точках, а ∂D ′ сильно достижима. Предположим, что
для каждой точки x0 ∈ D найдётся ε0 = ε(x0) > 0 такое, что∫
D(x0, ε)
Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = o (In(ε, ε0)) , ∀ ε ∈ (0, ε0) , (5)
где D(x0, ε) = {x ∈ D : ε < |x − x0| < ε0} и ψ(t) – неотрицательная измеримая
функция на (0,∞) такая, что




для всех ε ∈ (0, ε0). Тогда семейство F может быть расширено до семейства непре-
рывных отображений F = {f : D → D ′}, которое является равностепенно непре-
рывным в D.
Здесь и ниже мы рассматриваем F как семейство отображений между метри-
ческими пространствами (X , d) и (X ′ , d′) , где X = D, X ′ = D ′, d(x, y) = |x−y|,
d ′(x, y) = h(x, y) – хордальная метрика.
Доказательство. Равностепенная непрерывность внутри области является ре-
зультатом работы [9], см. лемму 3.2. Возможность продолжения каждого элемента




Осталось показать, что F (обозначения не меняем) равностепенно непрерывно в
точках ∂D. Предположим противное, тогда найдётся x0 ∈ ∂D и число a > 0 такое,
что для каждого m = 1, 2, . . . существуют точка xm ∈ D и элемент fm семейства F
такие, что |x0 − xm| < 1/m и
h (fm(xm), fm(x0)) ≥ a . (6)
В виду возможности непрерывного продолжения каждого fm на границу D, см. лем-
му 5.1 в [8], мы можем считать, что xm ∈ D. Т.к. всякое замкнутое подмножество
компактного пространства компактно, см. теорему 2 из § 41 гл.IV в [4], множество
D ′ является компактом в Rn. Следовательно, существует возрастающая подпосле-
довательность номеров mk и y0 ∈ ∂D ′ такие, что
h(fmk(x0), y0)→ 0 (7)
при k →∞. Можно считать, что
h (fmk(x0), y0) ≤ a/2 ∀ k ∈ N . (8)
Тогда из (6), (8) и неравенства треугольника следует, что h (fmk(xmk), y0) ≥ a/2
при всех k ∈ N. В силу локальной связности области D в точке x0 найдётся по-
следовательность окрестностей Vm точки x0 с diamVm → 0 при m → ∞ такие, что
множества D ∩ Vm являются областями и xmk ∈ D ∩ Vmk . Т.к. граничные точки
области, локально связной на границе являются достижимыми из D некоторым ло-
кально спрямляемым путём, см. предложение 2.2 в [8], мы можем соединить точки
xmk и x0 непрерывной кривой γk(t) : [0, 1] → Rn такой, что γk(0) = x0, γk(1) = xmk
и γk(t) ∈ Vmk при t ∈ (0, 1). Обозначим через Ck образ кривой γk(t) при отображе-
нии fmk . Т.к. граница ∂D
′ по условию сильно достижима, а Ck – последовательность
континуумов в D ′ таких, что h (Ck, y0)→ 0 при k →∞ в виду (7), найдётся компакт






′)) ≥ δ (9)
для некоторого δ > 0 и достаточно больших k. В виду нормальности F в D мож-
но считать, что fmk → f при k → ∞ локально равномерно в D; в таком слу-
чае, f – гомеоморфизм в D, см. лемму 6.2 в [9]. Заметим, что f −1mk → f −1 при
k → ∞ локально равномерно в D ′. Действительно, пусть B – замкнутый шар
в области D, принадлежащий D вместе с замкнутой ε – окрестностью B ε. Тогда
dist (f (∂B ε) , f(B)) ≥ δ > 0. Заметим, что при больших k компакты fmk (∂B ε) и
f(∂B ε), и, соответственно, fmk (B) и f(B), лежат в δ/2 – окрестностях друг друга.
В таком случае имеем:
fmk (B
ε) ⊃ f(B) . (10)
Заметим, что локально равномерная сходимость f −1mk → f −1 при k →∞ эквивалент-
на сходимости (f − fmk)◦f −1mk → 0 при k →∞. Однако, в виду (10), f −1mk (f(B)) ⊂ B ε,
а fmk → f при k → ∞ на B ε. Т.к. любой компакт B ′ из D ′ может быть покрыт
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конечным числом компактов вида f(B), где B – шар в D, равномерная сходимость
f −1mk → f −1 при k →∞ доказана.




компакту f −1(C) в смысле хаусдорфовой метрики. Тогда, учитывая, что x0 ∈ ∂D,









> 0. Полагаем ε2 := min{ε0, ε1}. Пусть Γε,k
– семейство кривых, соединяющих шар B(x0, ε), ε ∈ (0, ε2), с компактом Kmk . По
Теореме Лузина существует борелевская функция ψ∗(t) = ψ(t) при п.в. t. Из соот-
ношения (5) следует, что I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0, следовательно, I(ε, ε ′) > 0 при
любых 0 < ε < ε ′ < ε0. Значит, функция
ρε(x) =
{
ψ∗(|x− x0|)/I(ε, ε2), {ε < |x− x0| < ε2} ∩D,
0, x ∈ Rn \ {ε < |x− x0| < ε2} ∩D
корректно определена и является борелевской. Кроме того, ∀ γ ∈ Γε,k,∫
γ




ψ∗(t)dt = 1 ,






Q(x)ψn∗ (|x− x0|) dm(x) .
Покажем, что F(ε) → 0 . Учитывая (5), имеем следующее соотношение:
∫
ε<|x−x0|<ε0





где G(ε)→ 0 при ε→ 0. Заметим, что














ψ∗(t)dt < ∞ – фиксированное число, а
ε2∫
ε
ψ∗(t)dt → ∞ при ε → 0, поскольку
величина интеграла слева в (5) увеличивается при уменьшении ε. Таким образом,
F(ε) → 0. Следовательно,
M(fmkΓε,k)→ 0 (11)
при ε→ 0 и каждом фиксированном k ∈ N. С другой стороны, для любого ε ∈ (0, ε2)
при больших k имеет место включение D ∩ Vmk ⊂ B(x0, ε), следовательно,
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Ck ⊂ fmkB(x0, ε). Кроме того, при тех же k ∈ N, Γ(Ck, C,D ′) ⊂ fmkΓε,k. Следо-




) ≤M(fmkΓε,k)→ 0 (12)
при ε→ 0 и достаточно больших (фиксированных) k. Однако, соотношение (12) про-
тиворечит соотношению (9). Следовательно, семейство F равностепенно непрерывно
в точке x0. ¤
Следствие 1. В условиях леммы 1 семейство F является нормальным семей-
ством отображений в D.
4. Основные следствия.
Теорема 1. Пусть F – семейство Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ на область
D ′ такую, что при некоторых z1 6= z2 ∈ D, z′1, z′2 ∈ D′ выполнено f(z1) = z′1,
f(z2) = z′2 ∀ f ∈ F, причём h
(
Rn \ f (D)) > 0 ∀ f ∈ F, область D локально
связна во всех граничных точках, а ∂D ′ сильно достижима. Предположим, что
в каждой точке x0 ∈ D, qx0(r) = O
([
log 1r
]n−1) при r → 0 , где qx0(r) среднее
интегральное значение Q(x) над сферой {x ∈ D : |x− x0| = r}.
Тогда семейство F может быть расширено до семейства непрерывных отобра-
жений F = {f : D → D ′}, которое является равностепенно непрерывным в D.
Здесь и далее Q(x) доопределяем тождественно единицей вне D.
Доказательство. Пусть x0 – произвольная точка D. Не ограничивая общности,























= ωn−1 · I(ε, ε0) ,
где I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε
ψ(t) dt. Нужное заключение следует теперь прямо из леммы 1. ¤
С целью упрощения, мы обозначаем в дальнейшем −
∫
A




где, как обычно, |A| обозначает лебегову меру множества A ⊆ Rn. Следуя работе
[3], говорим, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в точ-









ϕ(x) dm(x). Также говорим, что ϕ : D → R – функция конечного сред-
него колебания в D, пишем ϕ ∈ FMO(D), или ϕ ∈ FMO, если ϕ имеет конечное
среднее колебание в каждой точке x ∈ D.
Также напомним, см. раздел 2 в [3], что область D ⊂ Rn удовлетворяет условию
удвоения меры в точке x0 ∈ D, если mesB(x0, 2ε) ∩ D ≤ c · mesB(x0, ε) ∩ D для
некоторого c > 0 и достаточно малых ε > 0.
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Предложение 1.Пусть D – область в Rn, удовлетворяющая условию удвоения
меры в 0 ∈ D, ϕ : D → R, n ≥ 2, – неотрицательная функция, имеющая конечное
среднее колебание в точке 0 ∈ D. Тогда при ε → 0 ∫
ε<|x|<ε0
ϕ(x) dm(x)





для некоторого ε0 ≤ dist (0, ∂D), см. следствие 2.3. в [3].
Теорема 2. Пусть F – семейство Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ на область
D ′ такую, что при некоторых z1 6= z2 ∈ D, z′1, z′2 ∈ D′ выполнено f(z1) = z′1,
f(z2) = z′2 ∀ f ∈ F, причём h
(
Rn \ f (D)) > 0 ∀ f ∈ F, область D локально
связна и удовлетворяет условию удвоения меры во всех граничных точках, а ∂D ′
сильно достижима. Предположим, что Q(x) имеет конечное среднее колебание
во всех точках x0 ∈ D. Тогда семейство F может быть расширено до семейства
непрерывных отображений F = {f : D → D ′}, которое является равностепенно
непрерывным в D.
Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что x0 = 0 и Bn ⊂ D.




















Оставшаяся часть утверждения следует теперь из леммы 1. ¤
Теорема 3. Пусть F – семейство Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ на область
D ′ такую, что при некоторых z1 6= z2 ∈ D, z′1, z′2 ∈ D′ выполнено f(z1) = z′1,
f(z2) = z′2 ∀ f ∈ F, причём h
(
Rn \ f (D)) > 0 ∀ f ∈ F, область D локально
связна во всех граничных точках, а ∂D ′ сильно достижима. Предположим, что









Тогда семейство F может быть расширено до семейства непрерывных отображе-
ний F = {f : D → D ′}, которое является равностепенно непрерывным в D.
Доказательство. Для произвольного ε ∈ (0, ε0) положим





x0 (t)] , t ∈ (ε, ε0) ,





ψ(t)dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) ,
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поскольку qx0(t) ≥ 1 при п.в. t. В виду соотношения (13) можно также считать, что
L > 0 для всех ε ∈ (0, ε0). Заметим также, что∫
ε<|x−x0|<ε0
Q(x) · ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 · L(ε, ε0)
и что L(ε, ε0) = o (Ln(ε, ε0)) в виду (13). Нужное заключение следует теперь из
леммы 1. ¤
5. О равностепенной непрерывности семейства обратных гомеомор-
физмов.
Теорема 4. Пусть F – семейство Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ на область D ′
с Q ∈ L1loc(D), удовлетворяющих условиям нормировки f(z0) = z ′0, f(x0) = x ′0 для
некоторых фиксированных z0 6= x0 в D, область D локально связна во всех гранич-
ных точках, D является компактом, а D ′ является QED-областью. Тогда семей-
ство F−1, состоящее из семейства обратных гомеоморфизмов {g = f−1 : D ′ → D},
может быть расширено до семейства непрерывных отображений F−1 = {g = f−1 :
D′ → D}, которое является равностепенно непрерывным в D ′.
Доказательство. Т.к. область D ′ является QED-областью, каждый обратный
гомеоморфизм f −1 имеет непрерывное продолжение на границу D ′, см. лемму 9.3 в
[8]. Осталось показать равностепенную непрерывность F−1 (обозначения не меняем)
в D ′.
Покажем сначала, что F−1 равностепенно непрерывно в D ′ \{z ′0}. Предположим
противное, т.е. найдутся y0 6= z ′0 и ε0 > 0, такие что для любого m ∈ N найдётся
ym ∈ D ′ с h(ym, y0) < 1/m и элемент f −1m ∈ F−1 такие, что
|f −1m (ym)− f −1m (y0)| ≥ ε0 . (14)
Т.к. по условию D является компактом, существует возрастающая подпоследова-
тельность номеров mk и x10, x20 ∈ D такие, что f −1mk (ymk) → x10 и f −1mk (y0) → x20
при k → ∞. В силу неравенства (14), |x10 − x20| ≥ ε0/2. Т.к. D локально связна на
границе, существуют окрестности Ui точек xi0 такие, что множества Wi = Ui ∩ D
являются связными, причём Wi ⊂ B(xi0, ε0/6). Заметим, что dist (W1,W2) ≥ ε0/6.
Можно считать, что x0 лежит вне W2, а z0 – вне W1. Соединим точки x0 и x10 за-
мкнутой кривой C1, лежащей в области D, кроме, возможно, одной концевой точки,
а z0 и x20, аналогично, замкнутой кривой C2, так что C1 ∩C2 = ∅. Рассмотрим мно-
жества A1 := W1 ∪ C1 и A2 := W2 ∪ C2. Заметим, что dist (A1, A2) = δ > 0. Пусть Γ




δ , x ∈ D
0, x /∈ D






Q(x)dm(x) := c(δ) <∞ , (15)
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т.к. Q ∈ L1(D). С другой стороны, z ′0 и y0 ∈ fmkA2 и diam fmkA2 ≥ h(z ′0, y0) ≥ δ2 > 0,
т.к. z ′0 6= y0 по предположению. Аналогично, x ′0 и ymk ∈ fmkA1 и diam fmkA1 ≥
h(x ′0, ymk) ≥ 12h(x ′0, y0) > δ1 > 0, т.к. h(ymk , y0)→ 0 при k →∞ и x ′0 6= y0, ибо, в про-
тивном случае, fmk(x0) = y0 ∈ fmkA1, однако, также y0 ∈ fmkA2, что противоречит
гомеоморфности fmk . Кроме того, заметим, что h(fmkA1, fmkA2) → 0 при k → ∞,
т.к. h(ymk , y0) < 1/mk и h
(
fmkA1, fmkA2





Т.к. D ′ по условию является QED – областью, по теореме 2.8 в [6], с.173 и лемме
3.20 в [5], учитывая (16), имеем что при k →∞






≥M (Γ (fmkA1, fmkA2,Rn))→∞ .
Однако, последнее соотношение противоречит (15).
Равностепенная непрерывность семейства F−1 в D ′ \ {z ′0} доказана. Аналогич-
но доказывается равностепенная непрерывность семейства F−1 в D ′ \ {x ′0}, откуда
следует равностепенная непрерывность F−1 в D ′. ¤
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